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DEDICATED TO THE MEMORY OF THEODOR SCHNEIDER 
Assume the generalized Riemann Hypothesis. Then, for s > 0, Ng N(E), NS l(2), 
the equation 
N=P,+P,sP, (Pj prime) 
is solvable under the condition 
p,, pz. p,=:+ O(N112(ln N)7+8), 
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1 
Sei N eine hinreichend grol3e, ungerade, natiirliche Zahl. Der beriihmte, 
1937 bewiesene Satz von I. M. Vinogradov [lo] besagt 
=tN’(lnN)-’ n l+ 
.,A Th&h+-d 
+ O(N’(ln N)-4). 
Verschiedene Autoren (Haselgrove [4], Pan [6], Chen [ 11, Pan u. Pan 
[7]) untersuchten die LGsbarkeit der Gleichung 
N=P,+P,+P, mit pl,pI,p3=~+O(N”+“) (9 < 1). 
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Die in den ersten drei zitierten Arbeiten angegebenen Werte (9 = g, g, 3) 
wurden von den letztgenannten Autoren in Frage gestellt, da sie auf einer 
Exponentialsumnien-Abschltzung von I. M. Vinogradov [ 111 beruhen, 
welche bislang nicht nachvollzogen werden konnte. Pan u. Pan erreichten 
mit analytischen Hilfsmitteln den Wert 9 = E. 
Es scheint bisher noch nicht erortert worden zu sein, wieviel man unter 
Annahme der verallgemeinerten Riemann’schen Vermutung erzielt. Dies 
sol1 hier untersucht werden. 
SATZ. Sei NE IQ hinreichend grog’ und E l(2). Sei 0 < E < 1, 
Y = N”‘(ln N)‘+‘. 
Dann gilt unter Annahme der Riemann’schen Vermutung ftir die L-Reihen 
L(s, X) mit x mod q, q 6 (In N) 4 + E’2 die asymptotische Formel 
# N=p,+p,+p,,;N- Yip,++ y 
Insbesondere ist fiir N = l(2), N > N,,(E) die Gleichung 
N=p,+p,+p, mit pl, p2, pj =f+ O(N”‘(ln N)‘+‘) 
l&bar. 
Die Schranke N112(ln N)‘+’ entspricht etwa der Situation bei der Frage 
nach Primzahlen in Intervallen [x, x + y]. Wahrend man heute ohne unbe- 
wiesene Hypothesen nahezu y = x112 + E erreicht ( y = x23i24 +’ = xo,5476...; 
Iwaniec u. Pintz ES]), scheint das eingeschrinkte Goldbach-Problem 
schwerer angreilbar zu sein. 
Nach Selberg [gl’enthalten unter Annahme der Riemann’schen Vermu- 
tung fur die Zeta-Funktion “fast alle” Intervalle 
Cx, x +fb)(lnx)21 (fmonoton gegen + cc wachsend) 
mindestens eine Primzahl. Die analoge Frage, ob unter Annahme der 
verallgemeinerten RV “fast alle” ungeraden N in der Gestalt 
N=p,+p2+p3. pj=f+ O((ln N)‘) 
darstellbar sind, scheint mit der hier benutzten Methode nicht beantwort- 
bar zu sein. Man erreicht nur eine kleine N-Potenz. 
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2 
C,, Cz, C, bezeichne positive, spgter festzulegende Konstanten. Fiir N 
wie im Satz sei 
L=ln N, y = NI/ZLCI 2 M = N/3, Q= CL”‘]. (2.1) 
Seien al/q’ < a/q < a”/q” drei aufeinanderfoldende Farey-Briiche der 
Ordnung Q (d.h. q < Q, (a, q) = 1, usw.) Man setze 
rqa = 
[ 
a + a’ a + a” - - I[ = %,?f+P;], 9f4’qfq” 4 
wobei 
&j+- 
2qQ qQ (2.3) 
(s. Hardy-Wright [3], III) sowie 
Die Z& sind offenbar paarweise disjunkt. Sei 
M= t.j 6 &, 
YGQ a=1 
(a, y)= 1 
m= Ch, 1 +&J\M. 
Dann gilt mit 
S(a)= 1 0) Ma) 
M-Y<n<M+Y 
R,(n)= 1 4,) 4%) an31 
N=n,+q+n, 
M- Y<n,<M+ Y  




+ 0 (2.6) 
(C,* bedeutet Summation iiber a mit (a, q) = 1). 
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Sei a/q wie in (2.6), I/II < l/qQ. Zu einem Charakter x mod q bezeichne 
die GauD’sche Summe. Dann gilt wie iibiich 
x*(n) /i(n) eW 
M- Y<n<M+ Y  
+ O(q’12L In L) (3-l) 
(x* ist der x erzeugende primitive Character mod q* mit q* 1 q). 
Fur einen primitiven Charakter x* mod q* besteht die explizite Formel 
(s. Davenport [2], 19) 
i 
C A(n) x*(n), falls x # pk, 
Yo(x, x*) = r2h.r 




1~1 G T 
-(l-a(y*))lnx-h(Z*)+~~I~+R(x, T,X*) 
mit 
R(x, T, x*) g Sln’(q*xT) + In x min 
Dabei ist x, T>2, llxll =ming,, 1x-81, und 
h(X*) = I 1 falls x* = x0 mod 1, 0 sonst. 
p bezeichnet die nichttrivialen Nullstellen von L(s, I*) (die mit denen von 
L(s, x) tibereinstimmen, falls x von x* erzeugt wird). 
a E (0, 11 und b sind von I* abhlngende Konstanten. Partielle Summa- 
tion ergibt 
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4 
Fiir ein p wie in (3.2) ist 
dx xp-’ e(fix) 
I 
M+Y 




f(x) = q In x + 2l7px. 
Nach Titchmarsh [9], Lemma 4.3. und 4.5. gilt 
-1 
J(p) <A+’ min (4.2) 
Fiir XE [M- Y, M+ Y], 
‘lo=?o(P)= -217MB (4.3) 
und 
Iv-?ol a4nIBI y 
sieht man durch Entwickeln 
If’b)l= 2+2m >f I’]-‘loI AC-‘. 
I I 
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Aus (4.2) wird daher 
I 
Y, falls Ir] - ylOl < max(4n IflI Y, 1) und [/?I 6 Le2”, 
p/2 Ip -l/Z, falls Iv-vol 64nIBI Y 
J(p)<N’-’ und Lezcl < 181 < (qQ)-‘, (4.4) 
I N I?-rlol’ falls Iv-q0 I > max(417 181 Y, 1). 
Einsetzen in (3.2) ergibt mit der verallgemeinerten Riemann’schen 
Vermutung 
+ O(q’i2L(LN1f2 
+ N-1’2YUPl Y+ l))), 
IBI “2m 
5 
falls I/?[ < Lezcl, 
falls Le2’l < 181 < (qQ)-‘. 
(4.5) 
Mit (4.5) kann nun leicht der Beitrag von m zu (2.6) abgeschltzt werden. 
Fiir 
~=~+p, q<Q, (4 4) = 1, 
4 
gilt im Fall 
I/?1 <min(L-2C1, (qQ)-‘1 
qa) 6 IpI -1 + q1/2L2N’/2 + q’/2N-‘/2Y2L-2C1+ 1 
Im Fall 
ist 
min(L-2C’, (qQ)-‘1 G IPI 6 (d-l 
S(a) + I/31 -’ + q1’2L2N1’2 + q1’2L IpI 1’2Y 
4 Y(L 2+c2/2--cl+L1~c2l2 ). 
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Damit erhllt man 
243 
max IS(or)l I14 (S(y)(2+ Y2(L’-C3+L3+Cz~2-cCI+L2-C2~2). (5.1) 
aenl 0 
6 
Fiir a = (u/q) + /? E M ist I/?1 6 Lezcl sowie 
N-“2Y((/?( Y+ l)<LN’? 
(4.5) ergibt daher fiir q < Q, (a, q) = 1 
I 
DO d/l S3 
-Po 
3 = O(q112L2N112) 





=4P3(9)n --c1, s 
m 
N”‘Y+ ’ - L4N ln L + q3f*~6~3/2 y- ~LCS 
(P(4) 
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Aufsummieren fiihrt zu 
c ~*e(-~~),n%~~~s’(~+8),0 
y<Q a=1 





(2.6) und (5.1) ergeben schlieI3lich 
R,(N)=3Y2 n l+ 
.,,( &)xC1-&l 
+o(y2(pc3+L3+c2/2-cl+pc2/2+L4+2c2-cl lnL 
+ ~6 + C3 + 7/2C2 - 37). (6.1) 
Setzt man fiir 0 < E < 1 
C,=7+&, c,=4+;, c,=1+;: 
dann wird der Fehler in (6.1) zu 0( Y2LeEj4). 
Aus der asymptotischen Formel fiir R y(N) folgt ohne Schwierigkeiten 
die Behauptung des Satzes. 
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